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Aufgabe P13 Freies Teilchen mit scharfem Impuls

Die zeitabhängige Wellenfunktion eines freien Teilchens mit der Masse m kann bestimmt
werden mittels

ψ(x, t) ≡ 〈x|ψ(t)〉 =

∫

dy 〈x|U(t)|y〉〈y|ψ(0)〉 .

Berechnen Sie auf drei Arten ψ(x, t) für den Fall, dass das Teilchen für t = 0 einen scharfen
Impuls p0 = ~k0 hat, also

|ψ(0)〉 = |p0〉 ⇔ 〈x|ψ(0)〉 = 〈x|p0〉 = 1√
2π~

exp(ik0x) .

(a) Entwickeln Sie |ψ(t)〉 nach den Eigenzuständen |p〉 des Hamilton-Operators H = P 2

2m

und verwenden Sie, dass

〈p|ψ(t)〉 = exp
(

− i
~
t E(p)

)

〈p|ψ(0)〉 .

Hinweise: E(p) = ? 〈p|ψ(0)〉 = 〈p|p0〉 = ? ∫dp f(p) δ(p−p0) = f(p0).

(b) Der Propagator eines freien Teilchens in der Ortsdarstellung lautet

〈x|U(t)|y〉 =
√

m
2πi~t

exp
(

im(x−y)2

2~t

)

.

Hinweis: Im Exponenten quadratisch ergänzen! Es gilt
∫ ∞

−∞
du e−βu2

=
√

π
β

für Reβ ≥ 0.

(c) Benutzen Sie die alternative Darstellung

〈x|U(t)|y〉 = δ(x−y) exp
(

i~t
2m
∂2

y

)

.

Erklärung : Dies folgt aus U(t) = 〈x| exp
(

− i
~
t P 2

2m

)

|y〉 und 〈x|P |y〉 = ~

i δ(x−y)∂y.

Bleibt der Impuls scharf für t > 0?


